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相空间中类分数阶变分问题的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量

张　毅
（苏州科技学院 土木工程学院，江苏 苏州 ２１５００９）

摘　要：基于ＥｌＮａｂｕｌｓｉ提出的分数阶动力学建模方法，即类分数阶变分方法，研究相空间中类分数阶变分问
题与Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和守恒量。建立了相空间中类分数阶变分问题，得到了类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程；基于类
分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量在无限小群变换下的不变性，提出了相空间中类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ（准）对称变换的定义和
判据；给出了类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，建立了类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量之间的内在关系，
并举例说明结果的应用。
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　　分数阶微积分为科学和工程的不同领域的大量
问题提供了一个强有力的数学工具，并在数学物

理，经典和量子力学，控制理论，非线性动力学，

信号与图像处理，热力学，以及生物工程等领域取

得了许多突破性的成果［１－５］。尽管分数阶微积分在

许多领域的应用已经确立，但是在其它一些领域的

应用研究还刚刚开始，分数阶变分问题及其对称性

和守恒量的研究就是后者的一个例子。

分数阶变分问题的研究始于Ｒｉｅｗｅ的工作［６－７］。

１９９６年，Ｒｉｅｗｅ首次将分数阶微积分应用于建立非
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保守力学模型，初步形成了分数阶 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ
方程和分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程。之后，分数阶变分
问题成为应用数学、物理学、动力学与控制研究的

一个热点领域，引起了众多的学者的高度关注，例

如： Ｋｌｉｍｅｋ［８－９］， Ａｇｒａｗａｌ［１０－１３］， Ａｔａｎａｃｋｏｖｉ＇ｃ［１４－１６］，
Ｊｕｍａｒｉｅ［１７］，Ｂａｌｅａｎｕ［１８－２０］，Ｔｏｒｒｅｓ［２１－２３］，ＥｌＮａｂｕｌ
ｓｉ［２４－２９］，Ｃｒｅｓｓｏｎ［３０］，Ｒａｂｅｉ［３１－３３］，Ｔａｒａｓｏｖ［３４］，以
及他们的合作者等。学者们从不同的角度提出了各

种不同的分数阶模型和方法，建立了相应的分数阶

ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程和分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程。从经
典和量子系统两个角度，若干不同的分数阶变分问

题的存在性以及对于分数阶模型的更精细描述的需

求，部分地可以解释为用于描述动力学的分数阶微

分算子的非局域性和相应的伴随算子的形式。另一

个原因在于许多不同分数阶积分算子的存在性，包

括 ＧｒｕｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ，Ｃａｐｕｔｏ，Ｒｉｅｓｚ，以 及 Ｒｉｅ
ｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ算子等。ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ算子应用
分数阶微积分时使用最多的算子之一。

为了建立非保守动力学系统模型，ＥｌＮａｂｕｌｓｉ
于２００５年提出了一种新的建模方法［２４］，即：类分

数阶变分方法或可称之为 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ分数阶模型。
在类分数阶变分方法中，分数阶时间积分仅引进一

个实参数α，所得到的 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程形式简
单且类似于经典的方程。该 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程的
新颖之处在于存在一个作用在系统上的广义分数阶

外力。尤其是在所得到的方程中不出现分数阶导

数，而仅仅依赖于分数阶积分的阶 α。最近，类
分数阶变分方法被进一步推广到Ｌａｇｒａｎｇｅ函数依赖
于ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数情形［２５］，多维类

分数阶变分问题［２６］，受完整约束或非完整约束或

耗散动力学系统的类分数阶变分问题［２７］，按指数

规律变化的类分数阶变分问题［２８］，并通过引入广

义分数阶导数算子给出了普适的类分数阶 Ｅｕｌｅｒ
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程［２９］。Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和 Ｔｏｒｒｅｓ研究了类分
数阶变分问题的运动常数，基于 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ分数阶
模型给出非保守系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理［３５］，并推广到

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数含有高阶导数情形［３６］，但是由于文

中关于Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性的概念有误，因此所得到
的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理是不正确的。

本文在类分数阶变分方法的框架下进一步研究

相空间中类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ理论。通过求解相空间
中类分数阶变分问题，得到了类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
正则方程；给出了相空间中类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作
用量变分的两个基本公式，提出了相空间中类分数

阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换和准对称变换的定义和判据；

建立了类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，并
举例说明结果的应用。

１　类分数阶变分问题
假设力学系统的位形由 ｎ个广义坐标

ｑｋ ｋ＝１，２，…，( )ｎ来确定，其所受的约束是理想、
完整的，系统的广义动量和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

ｐｋ ＝
Ｌ
ｑｋ
，　Ｈ＝ｐｋｑｋ－Ｌ （１）

式中Ｌ为Ｌａｇｒａｎｇｅ函数。根据 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ提出的分
类阶动力学建模方法［２４］，相空间中类分数阶变分

问题可定义如下：

求积分泛函

Ｓ＝ １
Γ（α）∫

ｂ

ａ
［ｐｋｑｋ－Ｈ（τ，ｑ，ｐ）］（ｔ－τ）α

－１ｄτ （２）

在给定边界条件

ｑｋ（ａ）＝ｑｋ，ａ，ｑｋ（ｂ）＝ｑｋ，ｂ　（ｋ＝１，２，…，ｎ） （３）
下的极限问题，其中 ｑｋ ＝ｄｑｋ／ｄτ，Γ是 ＥｕｌｅｒＧａｍ
ｍａ函数，０＜α≤１，τ是固有时间，ｔ是观察者时
间，τ≠ｔ，光滑函数Ｈ是其变量的Ｃ２类函数。

上述变分问题可称为相空间中类分数阶变分问

题，泛函 （２）可称为相空间中类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
作用量。

根据变分学理论，泛函 （２）在 ｑｋ ＝ｑｋ（τ），
ｐｋ ＝ｐｋ（τ）上取得极值的必要条件是其变分等于
零，即δＳ＝０，于是有

δＳ＝ １
Γ( )α∫

ｂ

ａ
ｑｋδｐｋ＋ｐｋδｑｋ－

Ｈ
ｑｋ
δｑｋ－

Ｈ
ｐｋ
δｐ( )ｋ·

ｔ－( )τα－１ｄτ＝０ （４）
由于

∫
ｂ

ａ
ｐｋδｑｋ ｔ－( )τα－１ｄτ＝ ｐｋ ｔ－( )τα－１δｑ[ ]ｋ

ｂ
ａ
－

∫
ｂ

ａ
δｑｋ ｐｋ ｔ－( )τα－１－ｐｋ α－( )１ ｔ－( )τα－[ ]２ ｄτ

（５）
由边界条件 （３），得到

δｑｋ τ＝ａ ＝δｑｋ τ＝ｂ ＝０　 ｋ＝１，２，…，( )ｎ （６）
利用式 （５）和 （６），式 （４）给出

∫
ｂ

ａ
－ｐｋ－

Ｈ
ｑｋ
＋α－１ｔ－τ

ｐ( )ｋδｑｋ＋ ｑｋ－
Ｈ
ｐ( )
ｋ
δｐ[ ]ｋ·

ｔ－( )τα－１ｄτ＝０ （７）
将式 （１）的第二式两边对ｐｋ求偏导数，有

Ｈ
ｐｋ
＝ｑｋ　（ｋ＝１，２，…，ｎ） （８）

将式 （８）代入式 （７），并由 δｑｋ的独立性和积分
区间的任意性，得

６４
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－ｐｋ－
Ｈ
ｑｋ
＋α－１ｔ－τ

ｐｋ ＝０　（ｋ＝１，２，…，ｎ）

（９）
联合方程 （８）和 （９），构成类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ正
则方程［２４］，即

ｑｋ ＝
Ｈ
ｐｋ
，ｐｋ ＝－

Ｈ
ｑｋ
－１－αｔ－τ

ｐｋ　（ｋ＝１，２，…，ｎ）

（１０）
我们称由方程 （１０）描述的力学系统为类分数阶
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统。如取α＝１，方程 （１０）给出经典
的Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程。

２　类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性
引进无限小ｒ参数有限变换群
珔τ＝τ＋Δτ，　珋ｑｋ 珔( )τ＝ｑｋ（τ）＋Δｑｋ，

珋ｐｋ 珔( )τ＝ｐｋ（τ）＋Δｐｋ　 ｋ＝１，２，…，( )ｎ （１１）
或其展开式

珔τ＝τ＋εσξ
σ
０ ｔ，ｑ，( )ｐ，

珋ｑｋ 珔( )τ＝ｑｋ（τ）＋εσξ
σ
ｋ τ，ｑ，( )ｐ，

珋ｐｋ 珔( )τ＝ｐｋ（τ）＋εση
σ
ｋ τ，ｑ，( )ｐ，

ｋ＝１，２，…，( )ｎ （１２）
其中 εσ σ＝１，２，…，( )ｒ是无限小参数，ξσ０，ξσｋ，ησｋ
是无限小生成函数或生成元。在无限小变换 （１１）
下，曲线γ将变换到邻近曲线珔γ，相应地积分泛函
Ｓ( )γ 变换为Ｓ珔( )γ ，有

Ｓ珔( )γ＝
１
Γ( )α∫

珋ｂ

珔ａ
珋ｐｋ 珔( )τｑｋ 珔( )τ－Ｈ珔τ，珋ｑｊ珔( )τ，珋ｐｊ珔( )( )[ ]τ ·

ｔ－珔( )τα－１ｄ珔τ （１３）
于是有

Ｓ珔( )γ－Ｓ( )γ ＝
１
Γ( )α∫

珋ｂ

珔ａ
珋ｐｋ 珔( )τｑｋ 珔( )τ[ －

Ｈ珔τ，珋ｑｊ珔( )τ，珋ｐｊ珔( )( ) ]τ ｔ－珔( )τα－１ｄ珔τ－

１
Γ( )α∫

ｂ

ａ
［ｐｋ（τ）ｑｋ（τ）－Ｈ（τ，ｑｊ（τ），ｐｊ（τ））］·

ｔ－( )τα－１ｄτ＝ １
Γ( )α∫

ｂ

ａ
ｐｋ＋Δｐ( )

ｋ ｑｋ＋Δｑ( )
ｋ

[{ －

Ｈτ＋Δτ，ｑｊ＋Δｑｊ，ｐｊ＋Δｐ( ) ]
ｊ １＋ｄｄτ( )Δτ·

ｔ－τ－( )Δτα－１－ ｐｋｑｋ－Ｈτ，ｑｊ，ｐ( )[ ]
ｊ ｔ－( )τα－ }１ ｄτ

（１４）
设ΔＳ为差Ｓ珔( )γ－Ｓ( )γ 相对 ε的主线性部分，则
有

ΔＳ＝ １
Γ( )α∫

ｂ

ａ
－Ｈ
τΔτ

－Ｈ
ｑｋ
Δｑｋ＋ ｑｋ－

Ｈ
ｐ( )
ｋ
Δｐｋ[{ ＋

ｐｋΔｑｋ＋ ｐｋｑｋ( )－Ｈ
ｄ
ｄτ ]Δτ ｔ－( )τα－１＋

ｐｋｑｋ( )－Ｈ １－( )α ｔ－( )τα－２ }Δτｄτ （１５）

根据非等时变分Δ与等时变分δ之间的关系式［３７］

ΔＦ＝δＦ＋ＦΔτ （１６）
其中Ｆ为任意可微函数，可以得到

δｑｋ ＝Δｑｋ－ｑｋΔτ，δｐｋ ＝Δｐｋ－ｐｋΔτ，

Δｑｋ ＝
ｄ
ｄτΔ
ｑｋ－ｑｋ

ｄ
ｄτΔτ

（１７）

由式 （１７），式 （１５）可表为

ΔＳ＝ １
Γ( )α∫

ｂ

ａ

ｄ
ｄτ ｐｋΔｑｋ－Ｈ( )Δτ ｔ－( )τα－[ ]１{ ＋

ｑｋ－
Ｈ
ｐ( )
ｋ
δｐｋ ｔ－( )τα－１＋

－ｐｋ－
Ｈ
ｑｋ
＋α－１ｔ－τ

ｐ( )ｋδｑｋ ｔ－( )τα－ }１ ｄτ（１８）
由式 （１２），式 （１８）可进一步表为

ΔＳ＝ １
Γ( )α∫

ｂ

ａ
εσ
ｄ
ｄτ ｐｋξσｋ －Ｈξσ( )

０ ｔ－( )τα－[ ]１{ ＋

ｑｋ－
Ｈ
ｐ( )
ｋ
ησｋ －ｐｋξσ( )

０ ｔ－( )τα－１＋

－ｐｋ－
Ｈ
ｑｋ
＋α－１ｔ－τ

ｐ( )ｋ ξσｋ －ｑｋξσ( )
０ ｔ－( )τα－ }１ ｄτ

（１９）
式 （１５）和 （１９）是相空间中类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
作用量变分的两个基本公式。

下面，我们给出相空间中类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称变换的定义和判据。

定义１　如果相空间中类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用
量 （２）是无限小群变换 （１１）的不变量，即对每
一个无限小变换，始终成立

ΔＳ＝０ （２０）
则称无限小群变换为相空间中类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称变换。

由定义１和公式 （１５），可得到如下判据１。
判据１　对于无限小群变换 （１１），如果满足

条件

－Ｈ
τΔτ

－Ｈ
ｑｋ
Δｑｋ＋ ｑｋ－

Ｈ
ｐ( )
ｋ
Δｐｋ＋ｐｋΔｑｋ＋

ｐｋｑｋ( )－Ｈ ｄ
ｄτΔτ

＋１－αｔ－τ( )Δτ＝０ （２１）

则变换是相空间中的类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换。
条件 （２１）也可表示为

－Ｈ
τξ

σ
０ －
Ｈ
ｑｋ
ξσｋ ＋ ｑｋ－

Ｈ
ｐ( )
ｋ
ησｋ ＋ｐｋ ξσｋ －ｑｋξσ( )

０ ＋

ｐｋｑｋ( )－Ｈ ξσ０ ＋
１－α
ｔ－τξ

σ( )０ ＝０

７４
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σ＝１，２，…，( )ｒ （２２）
当取ｒ＝１时，式 （２２）可称为相空间中的类分数
阶Ｎｏｅｔｈｅｒ等式。

利用判据 １可以判断所论系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。

其次，研究相空间中的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对
称变换。

设 Ｈ′是另外的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，如果变换
（１１）精确到一阶小量满足条件

∫
ｂ

ａ
ｐｋ（τ）ｑｋ（τ）－Ｈ（τ，ｑｊ（τ），ｐｊ（τ[ ]）） ｔ－( )τα－１ｄτ＝

∫
珋ｂ

珔ａ
珋ｐｋ 珔( )τｑｋ 珔( )τ－Ｈ′珔τ，珋ｑｊ珔( )τ，珋ｐｊ珔( )( )[ ]τ ｔ－珔( )τα－１ｄ珔τ

（２３）
则称类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量 （２）是无限小群变
换 （１１）下的准不变量。由此确定的 Ｈ′与 Ｈ具有
同样的运动微分方程，则变换称为相空间中类分数

阶Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。此时有

Ｈ′＝Ｈ－ｄｄτ
Ｇτ，ｑ，( )ｐ ｔ－( )τ１－α （２４）

将式 （２４）代入式 （２３），我们有

∫
ｂ

ａ
ｐｋ（τ）ｑｋ（τ）－Ｈ（τ，ｑｊ（τ），ｐｊ（τ[ ]）） ｔ－( )τα－１ｄτ＝

∫
珋ｂ

珔ａ
｛珋ｐｋ 珔( )τｑｋ 珔( )τ－Ｈ珔τ，珋ｑｊ珔( )τ，珋ｐｊ珔( )( )[ ]τ ｔ－珔( )τα－１＋

ｄ
ｄ珔τ
Ｇ珔τ，珋ｑｊ珔( )τ，珋ｐｊ珔( )( ) }τ ｄ珔τ （２５）

式 （２５）中 Ｇ应为一阶小量，故可用 ΔＧ来代替
Ｇ。

于是有

定义２　如果相空间中类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用
量 （２）是无限小群变换 （１１）的准不变量，即对
每一个无限小变换，始终成立

ΔＳ＝－ １
Γ( )α∫

ｂ

ａ

ｄ
ｄτ
（ΔＧ）ｄτ （２６）

则称无限小群变换为相空间中类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准
对称变换。

由定义２和公式 （１５），可以得到如下判据２。
判据２　对于无限小群变换 （１１），如果满足

条件

－Ｈ
τΔτ

－Ｈ
ｑｋ
Δｑｋ＋ ｑｋ－

Ｈ
ｐ( )
ｋ
Δｐｋ＋

ｐｋΔｑｋ＋（ｐｋｑｋ－Ｈ）·
ｄ
ｄτΔτ

＋１－αｔ－τ( )Δτ＝－ｄｄτ（ΔＧ）ｔ－( )τ１－α

（２７）
则变换是相空间中的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变

换。

条件 （２７）也可表为

－Ｈ
τξ

σ
０ －
Ｈ
ｑｋ
ξσｋ ＋ ｑｋ－

Ｈ
ｐ( )
ｋ
ησｋ ＋ｐｋ ξσｋ －ｑｋξσ( )

０ ＋

ｐｋｑｋ( )－Ｈ ξσ０ ＋
１－α
ｔ－τξ

σ( )０ ＝－Ｇσ ｔ－( )τ１－α

（σ＝１，２，…，ｒ） （２８）
其中ΔＧ＝εσＧ

σ．当取ｒ＝１时，式 （２８）可称为
相空间中的类分数阶广义Ｎｏｅｔｈｅｒ等式。

利用判据 ２，可以判断所论系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性。

３　类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性导致的
守恒量

首先，给出类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的守恒量
的定义。

定义３　函数Ｉτ，ｑ，( )ｐ称为类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统的守恒量，当且仅当沿着类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
正则方程 （１０）的解曲线恒成立

ｄ
ｄτ
Ｉτ，ｑ，( )ｐ＝０ （２９）

对于类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，如果能找到相空间
中类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换或准对称变换，便可
求得与之相应的守恒量。有如下定理。

定理１　对于类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统 （１０），
如果无限小群变换 （１２）是系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，则系统存在 ｒ个线性独立的守
恒量，形如

Ｉσ ＝ ｐｋξσｋ －Ｈξσ( )
０ ｔ－( )τα－１ ＝ｃσ

σ＝１，２，…，( )ｒ （３０）
证明　因无限小群变换 （１２）是系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，由定义１，有

ΔＳ＝０ （３１）
将式 （１９）代入上式，得

１
Γ( )α∫

ｂ

ａ
εσ
ｄ
ｄτ ｐｋξσｋ －Ｈξσ( )

０ ｔ－( )τα－[ ]１{ ＋

ｑｋ－
Ｈ
ｐ( )
ｋ
ησｋ －ｐｋξσ( )

０ ｔ－( )τα－１＋

－ｐｋ－
Ｈ
ｑｋ
＋α－１ｔ－τ

ｐ( )ｋ ξσｋ －ｑｋξσ( )
０ ｔ－( )τα－ }１ ｄτ＝０

（３２）
将方程 （１０）代入上式，由 εσ的独立性和积分区
间 ａ，[ ]ｂ的任意性，得到

ｄ
ｄτ ｐｋξσｋ －Ｈξσ( )

０ ｔ－( )τα－[ ]１ ＝０ （３３）

积分之，便得式 （３０）。证毕。

８４
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定理２　对于类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统 （１０），
如果无限小群变换 （１２）是系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，则系统存在 ｒ个线性独立的
守恒量，形如

Ｉσ ＝ ｐｋξσｋ －Ｈξσ( )
０ ｔ－( )τα－１＋Ｇσ ＝ｃσ

（σ＝１，２，…，ｒ） （３４）
证明　由定义２和方程 （１０），类似于定理１，

可容易证明之。

定理 １和定理 ２称为相空间中类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。定理表明，如果能找到所论系统的
类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换或类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准
对称变换，便能求出系统的守恒量。

４　算　例
例　已知二自由度系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２ ｑ２１＋ｑ( )２
２ －ｑ２ （３５）

试研究其类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和守恒量。
由式 （１）知

ｐ１ ＝
Ｌ
ｑ１
＝ｑ１，ｐ２ ＝

Ｌ
ｑ２
＝ｑ２

　Ｈ＝ｐ１ｑ１＋ｐ２ｑ２－Ｌ＝
１
２（ｐ

２
１＋ｐ

２
２）＋ｑ２ （３６）

类分数阶广义Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （２８）给出
－ξ２＋ｐ１ ξ１－ｑ１ξ( )

０ ＋ｐ２ ξ２－ｑ２ξ( )
０ ＋

ｐ１ｑ１＋ｐ２ｑ２( )－Ｈ ξ０＋
１－α
ｔ－τξ( )０ ＝－Ｇｔ－( )τ１－α

（３７）
方程 （３７）有解

ξ１０ ＝０，　ξ
１
１ ＝１，　ξ

１
２ ＝０，　Ｇ

１ ＝０ （３８）

ξ２０ ＝０，　ξ
２
１ ＝

１
２－αｔ－

( )τ２－α，　ξ２２ ＝０，Ｇ
２ ＝ｑ１

（３９）
ξ３０ ＝ ｔ－( )τ１－α，　ξ３１ ＝ｐ１ ｔ－( )τ１－α，

ξ３２ ＝ｐ２ ｔ－( )τ１－α，　Ｇ３ ＝－１２ ｐ
２
１＋ｐ( )２

２ ＋ｑ２

（４０）
由本文判据，生成元 （３８）相应于系统的类分数
阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，生成元 （３９），（４０）相应于
系统的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。由本文定
理，对应于生成元 （３８），（３９）和 （４０），守恒量
式 （３４）分别给出为

Ｉ１ ＝ｐ１ ｔ－( )τα－１ ＝ｃ１ （４１）

Ｉ２ ＝ｔ－τ２－α
ｐ１＋ｑ１ ＝ｃ

２ （４２）

Ｉ３ ＝０ （４３）

其中式 （４３）表示与式 （４０）对应的无限小变换
是平庸的。

５　结　语
利用分数阶微积分进行非保守力学系统或耗散

系统的动力学建模，可以解决用经典微积分方法建

立起来的模型所难以解决的问题［４，６－７］。基于 Ｅｌ
Ｎａｂｕｌｓｉ提出的分数阶模型，文章研究了相空间中
的分数阶变分问题，建立了分数阶模型下的Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ正则方程。在 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ分数阶模型的框架下，
将经典的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性理论推广到分数阶系统，
建立了相空间中的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ理论，从而在更
一般意义上揭示了动力学系统的对称性与守恒量之

间的内在联系。本文的方法和结果具有普遍意义，

可进一步推广应用于各类约束力学系统，并且经典

的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理是本文的特例。
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